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LOGIQUE ET THÉORIE 

  DES ENSEMBLES

DES PARADOXES LOGIQUES

e siècle, grâce aux 

travaux fondamentaux du mathématicien 

allemand Georg Cantor, la notion d’en-

semble et de cardinal prend une importance 

centrale. 

  Cantor montre notamment qu’il y a plusieurs 

paradoxes logiques qui rapprochent les mathémati-

ciens de questions que se posent les philosophes, quant 

aux liens entre logique et langage. 

En mathématicien ayant fait son apprentissage dans les 

années 1890, Borel est d’abord un disciple enthousiaste 

de Cantor. Néanmoins, des doutes vont ensuite lui ve-

nir : quel sens donner à des constructions toujours plus 

abstraites qui ressemblent plus à des jeux de langage 

qu’à des problèmes mathématiques ? Pour Borel, il est 

important de trouver un moyen de les rendre plus 

accessibles à l’intuition.

LA MESURE DES ENSEMBLES 

 Pour un ensemble comme le segment [a,b], la me-

sure est donnée par sa longueur b-a mais la réponse 

n’est pas toujours si simple. Borel propose une ma-

nière de prolonger la définition de mesure pour qu’elle 

convienne à des ensembles très généraux, même com-

pliqués comme l’ensemble triadique de Cantor. 

 Avec les mathématiciens René Baire et Henri 

Lebesgue, il pose alors les bases de ce que l’on appelle 

aujourd’hui la théorie de la mesure, un 

domaine des mathématiques qui  

joue un rôle important notamment 

dans la théorie des probabilités.

L’INFINI DÉNOMBRABLE ET L’INFINI DU CONTINU

L’un des paradoxes les plus 

célèbres a été popularisé

par le logicien anglais

Bertrand Russell (1872-1970)

 La version populaire 

de l ’antinomie de Russell pose  

que le barbier du vil lage rase 

les vil lageois qui ne se rasent 

pas eux-mêmes. Le barbier se 

rase-t-il  lui-même ?

«

  On peut mettre en 

correspondance les 

entiers avec les entiers pairs :

On dit que l’ensemble 

des nombres pairs est 

dénombrable.

  On ne peut pas numéroter 

les nombres réels entre 0 

et 1. [0,1] et sont infinis 

mais «leurs infinis» sont 

différents. 

On dit que [0,1] n’est pas 

dénombrable.

A est un ensemble.

Il contient 4 éléments. 

Son cardinal est 4.
  

  

         En partant d’une liste de nombres    

      compris entre 0 et 1, on peut construire      

     un nombre qui n’est pas dans la liste (s’). 
C’est l’argument de la diagonale de Cantor.

CARDINAL D’UN ENSEMBLE 

Henri Lebesgue (1875 - 1941)
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ENSEMBLE DE CANTOR

On enlève à [0,1] le tiers central et on réitère l’opération sur les segments restants et ainsi 

de suite. Cet ensemble est infini, non dénombrable mais de mesure nulle.
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Une page de la thèse de Borel (1894) 

sur la théorie des fonctions. Il s’y situe 

dans le sillage de Cantor.

s1 = 0,10101010…

s2 = 0,01010101…

s3 = 0,11011011…

s4 = 0,10110110…
…………………

     s = 0,1101…

     s’ = 0,0010…

QUELS 

PROBLÈMES 

SE POSE

ÉMILE BOREL ?
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