
En 1953, Roth démontra que tout ensemble d’entiers de densité supérieure positive contient
des progressions arithmétiques de longueur trois, c’est à dire des solutions (x,y,z) à
l'équation x+y=2z. Ce théorème s’inscrit dans
   le cadre de la théorie de Ramsey qui assure l’existence de structures, ici additives, dans
tout ensemble suffisamment gros. La démonstration du théorème de Roth est élégante et
repose sur une idée naturelle : ne pas contenir
   de progressions arithmétiques pour un gros ensemble d’entiers révèle un défaut
d’uniformité. Il s’agit ensuite d’exploiter ce biais pour obtenir des informations sur la structure
de l’ensemble et in fine, une contradiction.
   L’analyse de Fourier discrète est utilisée dans l’argumentation, pour mesurer le défaut
d’uniformité d’un ensemble et pour le lier à la concentration de l’ensemble sur de grandes
progressions arithmétiques. Nous parcourrons
   la preuve de ce beau théorème en insistant sur le rôle fondamental que l’analyse de
Fourier y joue. Nous expliquerons également la spécificité de l’équation x+y=2z (ensembles
sans progression) et la différence avec les
   équations x+y=z (ensembles sans somme) et x+y=z+t (ensembles de Sidon) qui sont aussi
des exemples centraux en combinatoire additive.
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